Приемы формулировки теорем

Простая прямая теорема

1) Установите множество объектов, о которых говорите в теореме (обозначаемое М);

2) Сформулируйте известное свойство данных объектов – условие теоремы (обозначаемое А(х), где х принадлежит М);

3) Сформулируйте свойство объектов, которое нужно доказать – заключение теоремы (обозначение В(х));

4) Объедините обе формулировки в одно предложение, как правило, со словами (если …, то …( (символическая запись (для любого х принадлежащее М)(А(х)следует В(х)) и используя специальные термины.

Обратная теорема

1) Выделите в прямой теореме условие и заключение;

2) Поменяйте местами условие и заключение прямой теоремы;

3) Сформулируйте новую теорему, общий вид которой (для любого х принадлежащее М)(из В(х) следует А(х)).

Противоположная теорема

1) Выделите в прямой теореме условие и заключение;

2) Сформулируйте отрицание условия А(х);

3) Сформулируйте отрицание заключения В(х);

4) Сформулируйте новую теорему, общий вид которой (для любого х из М)(из не А(х) следует В(х));

Сложная теорема

1) Установите множество объектов, о которых говорится в теореме М;

2) Сформулируйте все условия теоремы, соединяя их союзом (и(;

3) Сформулируйте все заключения теоремы, соединяя их союзом (и(;

4) Объедините оба предложения в одно.

Необходимое и достаточное условие

1) Сформулируйте прямую теорему;

2) Сформулируйте обратную теорему;

3) Объедините оба предложения в одно с помощью слов (необходимо и достаточно( ((тогда и только тогда(, (если и только если().

Теорема существования

1) Установите множество объектов, о которых говорится в теореме М;

2) Сформулируйте условие теоремы А(х);

3) Укажите новый объект, удовлетворяющий условию (У);

4) Сформулируйте новое предложение со словами (существует … такой, что …(.

Теорема – тождество

1) Установите множество объектов, о которых говорится в теореме М;

2) Запишите условия, которым удовлетворяют эти объекты – элементы х из М;

3) Запишите аналитические отношения, в которых они находятся с использованием специальных обозначений.

Изучение содержания теоремы (задачи)

1) Внимательно прочитайте формулировку;

2) Если нужно, определите понятия и сформулируйте теоремы (задачи), входящие в содержание данной как составной части;

3) Если нужно, сделайте иллюстрацию содержания (чертеж, рисунок, схему);

4) Запишите содержание кратко со словами (дано( и (доказать( ((найти(, (построить(, (вычислить(), с использованием специальных символов и обозначений на иллюстрации.

Приемы работы с умозаключениями

Аналитическое умозаключение

1) Рассмотрите данное множество изучаемых объектов (чисел, формул, фигур и т.п.);

2) Выделите примеры наличия у них некоторого свойства;

3) Сформулируйте для каждого примера частное суждение – свойство, присущее данным конкретным объектам, используя специальные термины;

4) На основе сравнения или обобщения сформулируйте общее суждение – свойство, присущее всем рассматриваемым объектам, используя специальные термины.

Дедуктивное умозаключение

1) Рассмотрите данное множество изучаемых объектов;

2) Сформулируйте с использованием терминов общее суждение – некоторое известное свойство всех данных объектов (называемое в данном случае (большой посылкой();

3) Проверьте, истинно ли это суждение для данных (изучаемых) объектов ((малая посылка();

4) Сформулируйте частное суждение для каждого из данных (изучаемых) объектов о наличии или отсутствии у них общего  свойства ((вывод().

Выведение следствий из общего суждения

1) Рассмотрите изучаемый объект;

2) Сформулируйте известное общее предложение об этом объекте (определение, теорему, правило) с использованием специальных терминов;

3) Сформулируйте отдельно каждое частное свойство (частное суждение) включенное в общее – необходимые признаки.

Умозаключение по аналогии

1) Сравните изучаемые объекты с какими-либо известными ранее;

2) Сформулируйте об известных объектах одно или несколько объектах известных суждений (определений, свойств, правил) с использованием специальных терминов;

3) Выделите признаки, отличающие изучаемые объекты от известных;

4) Сформулируйте сходное суждение (определений, правило, свойств) об изучаемых объектах с учетом их различий с известными.

Дедуктивное доказательство теорем

а) прямое доказательство (синтетический метод):

1) Проверьте, можно ли использовать какой-либо специальный метод доказательства   (векторный,   координатный,   методы   геометрических  преобразований, метод полной математической индукции и т.д.); если "да(, используйте его, если "нет" - п. 2;

2) Последовательно выводите следствия из условия теоремы до тех пор, пока не получится ее заключение по схеме: (А(х) и Т)  => В1(x) => B2(x) =>...=> Вn(х) => В(х), где Т - определенная совокупность предложений той теории, в рамках которой доказывается данное предложение (V х s М) (А(х)=> В(х)), а также все В(х), составляющие доказательство, и суждения А(х) и В(х). 

б) аналитический метод доказательства:

1) Для доказываемого утверждения (заключения В(х)) последовательно достаточные основания (B1(x), B2( x), …, Вn(х)), чтобы сделать вывод о его истинности; используйте oднy из форм аналитического доказательства:

· при восходящем анализе ведущий вопрос: "что надо знать, чтобы ответить на поставленный вопрос?(
· при нисходящем анализе начинайте рассуждение с предположения: (временно допустим, что заключение теоремы верно" и задайте вопрос, (что отсюда следует?(;

2) Затем выводите следствия до тех пор, пока не получится истинное предложение или предложение, противоречащее одному из известных.

в) косвенное доказательство от противного частный случай

нисходящего анализа

 (чисто для доказательства обратной теоремы):

1) Предположите, что заключение теоремы ложно;

2) Сформулируйте предложение, противоположное заключению теоремы;

3) Выведите следствия из сформулированного предложения (по схеме, аналогичной схеме п.2 прямого доказательства) до тех пор, пока не получится противоречие с условием или с известным предложением;

4) Сделайте вывод о ложности сформулированного предложения;

5) Сделайте следующий вывод об истинности заключения данной теоремы.

г) косвенное доказательство с помощью контрпримеров,

(часто для доказательства ложности какого-либо предложения):
 приведите пример, не подходящий под заключение сформулированной теоремы или определение понятия.

д) доказательство необходимого и достаточного:

1) Выделите из данной теоремы прямую теорему и докажите ее;

2)  Выдели те так же обратную теорему, и докажите ее;

3) Сделайте общий вывод об истинности данной теоремы.

д) метод конструирования:

 (часто для доказательства теоремы существования):

 найдите способ конструирования искомого объекта и примените его вместе с приемами косвенного доказательства.

е) доказательство тождества:

Выполните одно или несколько из следующих преобразований:

1) преобразуйте одну часть равенства так, чтобы получить вторую;

2) преобразуйте обе части равенства так, чтобы получить верное равенство или известное (ранее доказанное) тождество;

3) подберите верное равенство или известное тождество и преобразуйте его так, чтобы получить данное;

4) докажите, что разность частей данного равенства равна нулю;

5) докажите, что отношение частей данного равенства (при условии, что оно имеет смысл) равно единице;

6) докажите, что какая-либо нечетная степень левой части равенства равна той же степени правой части;

7) используйте специальные приемы и формулы (метод неопределенных коэффициентов, формулы тригонометрии, логарифмирование и т.п.)
Замечание.   Аналогично   формулируется   прием   доказательства тождественного неравенства.

ж) метод полной индукции (перебора)

(для теорем, охватывающих конечное число объектов)

1) Попробуйте ограничить каким-либо способом область перебора;

2) Докажите теорему для каждого случая тем или иным методом;

3) Сделайте вывод об истинности или ложности теоремы в целом. 
з) метод полной математической индукции:

1) Проверьте истинность теоремы (формулы) для n=1;

2) Допустите, что теорема (формула) верна для некоторого n=k, и, исходя из этого допущения, докажите ее истинность для n=k+1;
3) На основании п.п.1 и 2 и принципа математической индукции сделайте вывод, что теорема (формула) верна для любого натурального  n. 

Общий прием решения задачи:
1) Изучите содержание задачи;

2) Проверьте (вспомните), есть ли общий прием (алгоритм, правило) решения задач такого типа; если "да" - используйте его, если "нет" - п. 3;

3) Проведите общий или специальный анализ - поиск решения;

4) На основе анализа или известного приема (алгоритма) составьте план решения данной задачи;

5) Запишите задачу по составленному плану;

6) Запишите решение с использованием соответствующей символики;

7) Если нужно, проверьте или исследуйте решение;

8) Рассмотрите другие возможные способы решения, выберите наиболее рациональный;

9) Запишите ответ.

Общий прием поиска решения задачи

(доказательства теоремы)

Выполните одно или несколько из следующих действий:

1) Определите тип задачи (теоремы) и вспомните известный (специальный или общий) прием ее решения (доказательства);

          2) Проведите общий (нисходящий или восходящий) анализ;

3) Разделите условие или требование задачи (заключение теоремы) на части, составьте план решения (доказательства) каждой из них, затем объедините;

4) Вспомните задачу (теорему), аналогичную данной, прием решения (доказательства) которой известен, сравните их и на этой основе составьте план решения (доказательства);

5) Временно измените условие или требование задачи (заключение теоремы) так, чтобы можно было сравнить полученную задачу (теорему) с данной; затем использовать отмеченный выше прием аналогии;

6) Преобразуйте условие теоремы с целью его сближения с заключением (при поиске синтетического доказательства);

7) Преобразуйте заключение теоремы с целью его сближения с условием;

8) Замените понятия, содержащиеся в условии или заключении теоремы,
   их определениями;

9) Выберите те определения понятий, которые показывают (или сокращают) путь рассуждений или замените определение понятия его признаком;
10) Полностью используйте условие теоремы;
11) Выделите, если можно, частные случаи задачи (теоремы) и  воспользуйтесь отмеченным выше приемом разделения на части.
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